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TRAVAUX DE FRENKEL, GAITSGORY ET VILONEN
SUR LA CORRESPONDANCE DE DRINFELD-LANGLANDS
par Ge´rard LAUMON
En 1967, R. Langlands a propose´ une vaste extension de la the´orie du corps de classes
abe´lien de E. Artin et J. Tate. Plus pre´cise´ment, il a conjecture´ une correspondance
naturelle entre repre´sentations automorphes d’un groupe re´ductif G sur un corps global
F et repre´sentations galoisiennes de F a` valeurs dans le groupe alge´brique LG dual de
G. La composante neutre Ĝ de LG est le groupe re´ductif complexe dont les racines sont
les co-racines de G et vice-versa.
Si G est le groupe line´aire GL(n) sur F , Ĝ n’est autre que GL(n,C) et la corres-
pondance de Langlands globale a e´te´ de´montre´e par V. Drinfeld [Dr 1] (n = 2)
et L. Lafforgue [La] (n arbitraire) lorsque F un corps de fonctions, c’est-a`-dire une
extension finie de Fp(t). La correspondance de Langlands globale sur les corps de
nombres reste un des grands proble`mes ouverts en mathe´matiques.
La correspondance de Drinfeld-Langlands, dite aussi de Langlands ge´ome´trique, est
un analogue conjectural de la correspondance de Langlands pour un groupe re´ductif
de´ploye´ G sur une extension finie F de k(t), ou` k est un corps arbitraire. Si X est
une courbe alge´brique quasi-projective et lisse sur k, de corps des fonctions F , cette
correspondance met en dualite´ un espace de modules de G-fibre´s sur X et un espace de
modules de Ĝ-syste`mes locaux sur X .
Pour G = GL(1) la correspondance de Drinfeld-Langlands n’est autre que la the´orie
du corps de classes ge´ome´trique de M. Rosenlicht et S. Lang, expose´e par J.-P. Serre
dans [Se]. Le cas G = GL(2) a e´te´ traite´ par V. Drinfeld dans les articles [Dr 2] et [Dr 3]
qui sont a` l’origine de la the´orie.
De nombreux travaux ont e´te´ consacre´s a` divers aspects de la correspondance de
Drinfeld-Langlands, en particulier ceux de A. Beilinson et V. Drinfeld ([B-D]), de
A. Braverman et D. Gaitsgory ([B-G]), et de S. Lysenko ([Ly 1] et [Ly 2]). Dans cet
expose´ je n’e´voquerai que les travaux re´cents de E. Frenkel, D. Gaitsgory et K. Vilonen
dans le cas ou` X est projective (correspondance partout non ramifie´e) et G = GL(n),
travaux qui ge´ne´ralisent ceux de V. Drinfeld dans [Dr 2].
Je remercie S. Lysenko pour son aide dans la pre´paration de cet expose´.
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0. PRE´LIMINAIRES
Dans le cas partout non ramifie´ qui fait l’objet de cet expose´, on espe`re e´tablir une
correspondance de Drinfeld-Langlands pour chaque triplet forme´ d’un corps de base k,
d’un corps des coefficients C et d’une the´orie cohomologique a` coefficients dans C pour
la cate´gorie des sche´mas de type fini sur k.
Les trois triplets principaux (corps de base, corps des coefficients, the´orie coho-
mologique) sont :
(Betti) k = C, C alge´briquement clos de caracte´ristique 0 et la the´orie des fais-
ceaux constructibles de C-espaces vectoriels pour la topologie classique,
(De Rham) k de caracte´ristique nulle, C = k et la the´orie des D-Modules holonomes
pour la topologie de Zariski,
(ℓ-adique) k arbitraire, C = Qℓ pour un nombre premier ℓ inversible dans k et la
the´orie des faisceaux ℓ-adiques pour la topologie e´tale.
La donne´e premie`re de la correspondance de Drinfeld-Langlands est celle d’une courbe
alge´brique sur le corps de base k. A` cette courbe on attache des espaces de modules qui
sont en ge´ne´ral des champs alge´briques sur k. J’utiliserai donc librement le langage des
champs alge´briques (cf. [L-M]).
Les the´ories cohomologiques ci-dessus n’ont pas e´te´ de´veloppe´es de manie`re syste´-
matique pour la cate´gorie des champs alge´briques et les re´fe´rences sont parcellaires. La
situation est assez satisfaisante pour le triplet (ℓ-adique) utilise´ par Frenkel, Gaitsgory
et Vilonen dans leurs articles (en fait, ils supposent de plus que k est de caracte´ristique
p > 0 pour disposer d’une transformation de Fourier ge´ome´trique, mais cette restriction
n’est pas ne´cessaire). Le triplet (De Rham) est utilise´ dans les travaux [B-D] de Beilinson
et Drinfeld ou` on trouvera une de´finition de l’anneau des ope´rateurs diffe´rentiels pour
un champ alge´brique. Le triplet (Betti), qui est en principe le plus e´le´mentaire, a e´te´
e´tudie´ par Bernstein et Luntz [B-L], mais la the´orie des champs analytiques reste a`
e´crire.
Dans cet expose´, j’utiliserai ne´anmoins ce dernier triplet (Betti). Le corps de base
sera donc k = C et, pour tout champ alge´brique S de type fini, ou plus ge´ne´ralement
localement de type fini (sur C), je noterai simplement Dbc (S) la cate´gorie de´rive´e des
complexes de faisceaux de C-espaces vectoriels a` cohomologie borne´e et constructible
sur le champ analytique associe´ a` S. Lorsque S est pre´sente´ comme un quotient d’un
sche´ma S par l’action d’un groupe alge´brique G, ce champ analytique n’est autre que
le champ quotient de S(C)an par l’action de G(C)an et Dbc (S) est la cate´gorie de´rive´e
DbG(C)an (S(C)
an) introduite par Bernstein et Luntz dans [B-L].
Pour tous les champs alge´briques S conside´re´s dans ce texte, la cate´gorie de´rive´e
Dbc (S) est munie d’un produit tensoriel et d’un foncteur de dualite´ D : D
b
c (S)
opp →
Dbc (S) ; pour tous les morphismes repre´sentables f : S → T conside´re´s entre tels
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champs, on a des foncteurs images directes f∗, f! : D
b
c (S) → D
b
c (T) et images inverses
f∗, f ! : Dbc (T) → D
b
c (S) satisfaisant au formalisme des six ope´rations de Grothendieck.
La cate´gorie Dbc (S) est munie de la t-structure pour la perversite´ interme´diaire dont
le cœur est la cate´gorie Perv(S) des faisceaux pervers sur S (cf. [B-B-D]). Rappelons
que cette sous-cate´gorie pleine de Dbc (S) est abe´lienne, noethe´rienne, artinienne et auto-
duale pour la dualite´ D.
Si π : V → S est un fibre´ vectoriel de rang constant r, on peut conside´rer le S-
champ quotient V de V par l’action par homothe´tie du groupe multiplicatif Gm. Si V
◦
est l’ouvert comple´mentaire dans V de la section nulle, l’inclusion V◦ ⊂ V induit une
immersion ouverte
j : P(V) = [V◦/Gm] = V
◦
→֒ V
ou` P(V) → S est le fibre´ projectif des droites de V → S. Le ferme´ comple´mentaire de
cette immersion ouverte est le quotient de la section nulle de V par l’action triviale de
Gm, c’est-a`-dire le champ classifiant B(Gm/S).
Les complexes Gm-e´quivariants constructibles de C-espaces vectoriels sur V sont par
de´finition les objets de Dbc (V).
On a une transformation de Fourier ge´ome´trique pour ces complexes Gm-e´quivariants,
appele´e la transformation de Fourier homoge`ne associe´e au fibre´ vectoriel V/S (cf.
[Lau 3]). Cette transformation de Fourier est une e´quivalence de cate´gories de´rive´es
Four
V/S : D
b
c (V)→ D
b
c (V
∨
),
d’inverse Four
V
∨
/S
, ou` V
∨
est le S-champ quotient du fibre´ vectoriel dual π∨ : V∨ → S
par l’action par homothe´tie du groupe multiplicatif Gm. Elle commute a` la dualite´ et
elle est t-exacte. On peut la de´finir de la fac¸on suivante.
Sur le champ quotient A = [A1/Gm] quotient de la droite affine par l’action par
homothe´tie du groupe multiplicatif on a le complexe Ψ = β∗C ∈ obD
b
c (A), ou`
β : Spec(C) = [Gm/Gm] →֒ A est l’immersion ouverte induite par l’inclusion Gm ⊂ A
1.
Ce complexe admet pour faisceaux de cohomologie non triviaux
H0(Ψ) = C
et
H1(Ψ) = α∗C
ou` α : B(Gm) →֒ A est l’immersion ferme´e comple´mentaire de β induite par l’inclusion
de l’origine dans A1, et c’est en fait un faisceau pervers non irre´ductible, extension du
faisceau pervers ponctuel α∗C[−1] par le faisceau pervers constant C.
Le morphisme d’accouplement naturel entre le fibre´ vectoriel V et son fibre´ dual passe
au quotient en un morphisme de champs alge´briques
µ : V
∨
×S V→ A
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et, si on note p : V
∨
×S V→ V et p
∨ : V
∨
×S V → V
∨
les deux projections canoniques,
on a par de´finition
(0.1) Four
V/S(K) = (p
∨)!(p
∗K ⊗ µ∗Ψ)[r − 1], ∀K ∈ Dbc (V).
Les morphismes p et p∨ ne sont pas repre´sentables et (p∨)! ne respecte pas D
b
c : il envoie
Dbc (V
∨
×S V) dans D
−
c (V
∨
). Cependant, on peut ve´rifier que Four
V/S
respecte lui Dbc .
DE´FINITION (0.2). — Un faisceau pervers L sur P(V) est dit propre si la fle`che d’oubli
des supports j!L → j∗L est un isomorphisme. Si tel est le cas j!L ∼= j∗L est en fait un
faisceau pervers sur V qui n’est autre que le prolongement interme´diaire j!∗L de L.
LEMME (0.3). — Soit L un faisceau pervers sur P(V). Alors, L est propre si et
seulement si (π ◦)!L = 0 ou` π
◦ : P(V)→ S est la projection canonique. 
La transformation de Radon ge´ome´trique associe´e au fibre´ projectif P(V)→ S est le
foncteur
RadP(V)/S : D
b
c (P(V))→ D
b
c (P(V
∨))
de´fini par
RadP(V)/S(L) = (q
∨)!q
∗L[r − 1]
ou` q : H → P(V) et q∨ : H → P(V∨) sont les deux projections canoniques du champ
d’incidence
H ⊂ P(V∨)×S P(V)
des couples forme´s d’une droite et d’un hyperplan de V → S tels que la droite soit
contenue dans l’hyperplan. On renvoie a` la monographie de Brylinski [Br] pour une
e´tude de´taille´e de cette transformation.
LEMME (0.4). — Soit L un faisceau pervers sur P(V) que l’on suppose propre. Alors
Four
V/S(j!L) est aussi propre et sa restriction a` l’ouvert P(V
∨) = V
∨◦
comple´mentaire
de la section nulle dans V
∨
est e´gale a` RadP(V)/S(L). 
1. CORPS DE CLASSES GE´OME´TRIQUE
Soit X une courbe alge´brique connexe, projective et lisse (une surface de Riemann
compacte connexe) de genre g. Fixons un point base x0, une base (δ1, . . . , δ2g) du Z-
module libre
H1(X,Z) = π
ab
1 (X) := π1(X, x0)/[π1(X, x0), π1(X, x0)]
et une base (ω1, . . . , ωg) de l’espace vectoriel complexe H
0(X,Ω1X). Les pe´riodes
Πi =
(∫
δi
ω1, . . . ,
∫
δi
ωg
)
∈ Cg, i = 1, . . . , 2g,
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sont line´airement inde´pendantes sur Z et engendrent un re´seau Λ ⊂ Cg. La jacobienne
de X est le tore complexe de dimension g,
J(X) = Cg/Λ.
On a une application analytique
ϕ : X → J(X), x 7→
(∫ x
x0
ω1, . . . ,
∫ x
x0
ωg
)
+Λ,
qui envoie x0 sur l’e´le´ment neutre 0 de J(X).
Soit Pic(X) le sche´ma de Picard qui parame`tre les classes d’isomorphie de fibre´s en
droites sur X . C’est un sche´ma en groupes pour la structure de groupe induite par le
produit tensoriel des fibre´s en droites, qui s’inse`re dans la suite exacte
1→ Pic0(X)→ Pic(X)
deg
−−−→Z→ 0
ou` deg(L) est le degre´ du fibre´ en droites L, et sa composante neutre Pic0(X) est une
varie´te´ abe´lienne.
THE´ORE`ME 1.1 (Abel-Jacobi). — La jacobienne J(X) est le tore complexe sous-jacent
a` la varie´te´ abe´lienne Pic0(X) et le morphisme analytique
ϕ : X → J(X) ∼= Pic0(X)
n’est autre que le morphisme alge´brique qui envoie x ∈ X sur la classe d’isomorphie de
OX ([x]− [x0]) dans Pic
0(X). 
L’homomorphisme
π1(X, x0)→ π1(J(X), 0)
induit par ϕ est l’application quotient
π1(X, x0)։ π1(X, x0)/[π1(X, x0), π1(X, x0)] = Λ.
Pour tout caracte`re χ : π1(X, x0) → C
× il existe donc un unique caracte`re Autχ :
π1(Pic
0(X), 0)→ C× tel que χ = Autχ ◦ϕ∗.
Comme un syste`me local E (de C-espaces vectoriels) sur une varie´te´ n’est autre
qu’une repre´sentation de dimension finie sur C du groupe fondamental de cette varie´te´,
on a montre´ par voie analytique :
THE´ORE`ME 1.2. — Pour tout syste`me local E de rang 1 sur X, il existe un unique
syste`me local (rigidifie´ a` l’origine) AutE de rang 1 sur Pic
0(X) tel que ϕ∗AutE = E.
De plus, si m : Pic0(X) × Pic0(X) → Pic0(X) est la loi de groupe, on a un
isomorphisme canonique
m∗AutE ∼= AutE ⊠AutE .
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De´monstration alge´brique du the´ore`me 1.2 : Pour chaque entier d ≥ 0, le groupe
syme´trique Sd agit de manie`re e´vidente sur le produit
Xd =
d︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X .
Le sche´ma quotient
X(d) = Xd/Sd,
qui est connexe, projectif et lisse de dimension d, est l’espace de modules des diviseurs
D =
∑
x dx[x] effectifs (dx ≥ 0) et de degre´
∑
x dx = d sur X , et le morphisme ϕ induit
un morphisme
ϕ(d) : X(d) → Pic0(X), D 7→ OX(D − d[x0]).
De`s que d ≥ 2g−1, ϕ(d) est un fibre´ projectif de rang d−g et a donc ses fibres simplement
connexes.
Pour chaque syste`me local E de rang n sur X et chaque entier d ≥ 0, le produit
tensoriel externe E⊠d est un syste`me local de rang nd sur Xd muni d’une action de Sd
qui rele`ve celle sur Xd. Si on note r : Xd ։ Xd/Sd = X
(d) le morphisme quotient, le
faisceau constructible de C-espaces vectoriels r∗E
⊠d est donc muni d’une action de Sd
et on note
E(d) = (r∗E
⊠d)Sd ⊂ E⊠d
le sous-faisceau des vecteurs fixes par cette action. On ve´rifie que la fibre en D ∈ X(d)
de E(d) est e´gale a`
(1.3) (E(d))D =
⊗
x
Symdx Ex.
Si maintenant E est de rang 1 sur X , E(d) est en fait un syste`me local de rang 1 sur
X(d). Pour tout d ≥ 2g − 1, E(d) est donc constant sur les fibres simplement connexes
du morphisme ϕ(d) : X(d) → Pic0(X) et se descend en un syste`me local sur Pic0(X) qui
n’est autre que AutE . 
C’est le cas GL(1) de la correspondance de Drinfeld-Langlands partout non ramifie´e.
2. LE THE´ORE`ME PRINCIPAL
Soit n un entier ≥ 2. La ge´ne´ralisation naturelle de Pic(X), ou plutoˆt du champ
quotient du sche´ma Pic(X) par l’action triviale de Gm, est le champ Fibn(X) des
fibre´s vectoriels de rang n sur la surface de Riemann X . Ce champ est alge´brique,
lisse purement de dimension n2(g − 1) et re´union croissante d’ouverts de type fini. Si
g ≥ 2, il contient un ouvert dense qui est une Gm-gerbe sur le sche´ma quasi-projectif de
modules des fibre´s stables sur X . Les composantes connexes Fibdn(X) de Fibn(X) sont
de´coupe´es par le degre´ d du fibre´ vectoriel universel.
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Un fibre´ vectoriel L de rang n sur X peut aussi eˆtre vu comme un OX -Module
localement libre de rang n. Une modification infe´rieure e´le´mentaire de L en un point
x ∈ X est un fibre´ vectoriel L′ de rang n sur X qui est contenu dans L en tant que sous-
OX -Module de telle sorte que le OX -Module cohe´rent L/L
′ soit un faisceau gratte-ciel
de longueur 1 concentre´ en x. Le degre´ de L′ est donc e´gal a`
deg(L′) = deg(L)− 1.
Le champ de Hecke est le champ modulaire Hecken(X) des triplets (x,L,L
′ ⊂ L) ou`
x ∈ X , L ∈ Fibn(X) et L
′ ⊂ L est une modification e´le´mentaire infe´rieure de L en x.
La correspondance de Hecke est le diagramme
Hecken(X)
 
 ✠
(q,p′) ❅
❅❘
p
X × Fibn(X) Fibn(X)
ou` les projections (q, p′) et p sont donne´es par
(q, p′)(x,L,L′ ⊂ L) = (x,L′)
et
p(x,L,L′ ⊂ L) = L,
et sont des morphismes repre´sentables projectifs et lisses de dimension relative n− 1 et
n respectivement.
Cette correspondance induit un ope´rateur, dit de Hecke, sur la cate´gorie de´rive´e
Dbc (Fibn(X)), qui envoie K ∈ D
b
c (Fibn(X)) sur
H(K) = (q, p′)∗p
∗K[n− 1] ∈ Dbc (X × Fibn(X)).
On peut 〈〈 ite´rer 〉〉 H et on obtient en particulier l’ope´rateur
H ◦H : Dbc (Fibn(X))→ D
b
c (X ×X × Fibn(X)),
dont la restriction au comple´mentaire (X × X − ∆X) × Fibn(X) de la diagonale est
S2-e´quivariante pour l’action qui permute les deux copies de X .
DE´FINITION 2.1. — Soit E un syste`me local irre´ductible de rang n sur X. Un faisceau
pervers irre´ductible K sur Fibn(X) est dit avoir la proprie´te´ de Hecke relativement a`
E s’il existe un isomorphisme
H(K) ∼= E ⊠K
tel que la restriction de l’isomorphisme induit
(H ◦H)(K) ∼= E ⊠ E ⊠K
a` l’ouvert (X ×X −∆X)× Fibn(X) soit S2-e´quivariant.
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THE´ORE`ME 2.2 (Drinfeld pour n = 2, [Dr 2] ; Frenkel, Gaitsgory et Vilonen en ge´ne´ral,
[F-G-V 2] et [Ga]). — Pour tout syste`me local irre´ductible E de rang n sur X, il existe
un faisceau pervers AutE sur Fibn(X) dont la restriction a` chaque composante connexe
Fibdn(X) est irre´ductible et qui a la proprie´te´ de Hecke relativement a` E.
La de´monstration du the´ore`me se fait en deux temps.
Premie`rement on construit un complexe de faisceaux constructibles Aut′E sur l’espace
de modules Fib′n(X) des couples (L, s) forme´s d’un fibre´ vectoriel L de rang n sur X et
d’une section non nulle a` homothe´tie pre`s
s : (Ω1X)
⊗(n−1) →֒ L.
Cette construction est inspire´e par le de´veloppement en se´rie de Fourier d’une forme
automorphe cuspidale pour GL(n) et la formule de Shintani pour les coefficients de cette
se´rie de Fourier, compte tenu du dictionnaire fonctions-faisceaux de Grothendieck ; mais
ce n’en est pas une simple transposition.
Puis on montre que, sur un gros ouvert de Fib′n(X), Aut
′
E est un faisceau pervers qui
se descend par le morphisme Fib′n(X)→ Fibn(X) d’oubli de la section s, en un faisceau
pervers AutE sur Fibn(X) qui a les proprie´te´s requises. C’est bien entendu dans cette
deuxie`me e´tape que re´side toute la difficulte´.
3. LES FAISCEAUX PERVERS LdE
Pour chaque entier d ≥ 0, soit Cohd0(X) le champ des OX -Modules cohe´rents M de
rang ge´ne´rique 0, c’est-a`-dire a` support fini, et de longueur dimH0(X,M) = d. On note
Coh0(X) la re´union disjointe des Coh
d
0(X).
La de´finition du champ Cohd0(X) a un sens pour toute courbe alge´brique X quasi-
projective ; en particulier, on peut conside´rer le champ Cohd0(A
1). Comme la donne´e
d’un OA1 -Module cohe´rent de rang ge´ne´rique 0 et de longueur d e´quivaut a` la donne´e
d’un espace vectoriel de dimension d muni d’un endomorphisme, Cohd0(A
1) n’est autre
que le champ quotient [gl(d)/GL(d)] de l’espace affine des matrices carre´es de taille
d × d par l’action par conjugaison de GL(d). Comme toute courbe alge´brique lisse X
est localement pour la topologie e´tale isomorphe a` la droite affine A1, Cohd0(X) est
localement pour la topologie e´tale isomorphe a` [gl(d)/GL(d)].
Chaque diviseur effectif D sur X de´finit un OX -Module de torsion
OX,D = OX/OX(−D)
de longueur le degre´ de D et, pour chaque entier d ≥ 0, le morphisme
X(d) → Cohd0(X), D 7→ OX,D,
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est lisse de dimension relative d. Tout M ∈ Coh0(X) est isomorphe a`
⊕
i∈I OX,Di pour
une famille finie (Di)i∈I de diviseurs effectifs sur X et, pour chaque entier d ≥ 0, on a
un morphisme de´terminant
det : Cohd0(X)→ X
(d)
qui envoie M ∼=
⊕
i∈I OX,Di sur
∑
i∈I Di. On note X
(d)
rss l’ouvert de X(d) forme´ des D
sans multiplicite´ (dx = 0 ou 1 quel que soit x) et Coh
d
0,rss(X) = det
−1(X
(d)
rss ) l’ouvert
correspondant de Cohd0(X).
Soit E un syste`me local de rang n sur X . La formule (1.3) pour la fibre en D ∈ X(d)
de E(d) montre que le rang de cette fibre varie avec D, mais que, au-dessus de l’ouvert
X
(d)
rss , ce rang est constant et la restriction de E(d) est un syste`me local de rang nd.
LEMME 3.1. — Pour chaque entier d ≥ 0, le complexe E(d)[d] ∈ Dbc (X
(d)), constitue´
du faisceau constructible E(d) place´ en degre´ −d, est un faisceau pervers, qui est le
prolongement interme´diaire de sa restriction a` X
(d)
rss .
Le faisceau pervers E(d)[d] est irre´ductible (resp. semi-simple) si E l’est. 
La restriction
LdE,rss = det
∗E(d)|Cohd0,rss(X)
du faisceau constructible det∗ E(d) a` l’ouvert dense Cohd0,rss(X) de Coh
d
0(X) est aussi
un syste`me local de rang nd, qui est irre´ductible (resp. semi-simple) si E l’est.
DE´FINITION 3.2. — Pour chaque entier d ≥ 0, le faisceau pervers LdE associe´ a` un
syste`me local E sur X est le prolongement interme´diaire de LdE,rss a` Coh
d
0(X) tout
entier.
Bien suˆr, LdE est irre´ductible (resp. semi-simple) si E l’est. On ve´rifie en outre que
l’image re´ciproque de´cale´e de d de LdE par le morphisme X
(d) → Cohd0, D 7→ OX,D,
n’est autre que le faisceau pervers E(d)[d].
4. LE COMPLEXE Aut′E
On suppose dore´navant que le genre g de X est ≥ 2. En genre 0 ou 1, la corres-
pondance de Drinfeld-Langlands partout non ramifie´e pour GL(n) avec n ≥ 2 est vide
puisqu’il n’y a pas de syste`me local irre´ductible de rang ≥ 2 sur X .
On se propose dans cette section de construire un candidat Aut′E pour la restriction
de AutE au champ alge´brique Fib
′
n(X) des fibre´s vectoriels L de rang n sur X munis
d’une section s : (Ω1X)
⊗n−1 → L a` homothe´tie pre`s.
Conside´rons le champ alge´brique Un des triplets (L,L•, s•) ou` Ln est un fibre´
vectoriel de rang n,
L• = ((0) = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln = L)
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est un drapeau complet de sous-fibre´s vectoriels et s• est une famille d’isomorphismes
de fibre´s en droites
sj : (Ω
1
X)
⊗j−1 ∼−→ Ln−j+1/Ln−j , j = 1, . . . , n,
cette famille e´tant prise a` homothe´tie pre`s : (sj)j=1,...,n ∼ (tsj)j=1,...,n pour tout t ∈ Gm.
On a des morphismes
Un
gn
−−−−−−−−−→ A1
fn
y
Fib′n(n−1)(g−1)n (X)
ou` fn envoie le triplet (L,L•, s•) sur le fibre´ L muni de la section a` homothe´tie pre`s
induite par
sn : (Ω
1
X)
⊗n−1 ∼−→ L1 ⊂ Ln = L
et gn envoie ce meˆme triplet sur le scalaire somme des classes d’extensions
0→ Lj/Lj−1 → Lj+1/Lj−1 → Lj+1/Lj → 0
dans
Ext1OX (Lj+1/Lj ,Lj/Lj−1)
∼= Ext1OX ((Ω
1
X)
⊗n−j−1, (Ω1X)
⊗n−j) ∼= Ext1OX (OX ,Ω
1
X)
∼= C.
Si l’on fait agir le groupe multiplicatif Gm sur Un par
t · (L,L•, s•) = (L,L•, t · s•)
ou` t·s• = (t
n−jsj)j=1,...,n et par homothe´tie sur A
1, le morphisme gn est Gm-e´quivariant.
En passant au quotient par cette action on obtient des morphismes
Un
g
n−−−−−−−−−→ [A1/Gm] = A
f
n
y
Fib′n(n−1)(g−1)n (X)
et on peut former le complexe de faisceaux constructibles
Ln = (fn)!(gn)
∗Ψ[dimUn]
ou` Ψ ∈ Dbc (A) est le complexe de´fini dans la section 0.
906-11
Pour chaque entier d, on a une correspondance
Mod′ dn (X)
q
−−−→ Cohd0(X)
 
 ✠
p′ ❅
❅❘
p
Fib′n(n−1)(g−1)n (X) Fib
′n(n−1)(g−1)+d
n (X)
ou` Mod′ dn (X) est le champ des diagrammes
(Ω1X)
⊗n−1 →֒ L′ ⊂ L
forme´s de deux fibre´s vectoriels de rang n et de degre´s n(n−1)(g−1) et n(n−1)(g−1)+d
respectivement et d’injections OX -line´aires (Ω
1
X)
⊗n−1 →֒ L′ (a` homothe´tie pre`s) et
L′ →֒ L, et ou` p, p′ et q envoient un tel diagramme sur (Ω1X)
⊗n−1 →֒ L′ (a` homothe´tie
pre`s), (Ω1X)
⊗n−1 →֒ L (a` homothe´tie pre`s) et L/L′ respectivement.
Si E est un syste`me local sur X , on de´finit le foncteur
M ′dn,E : D
b
c (Fib
′n(n−1)(g−1)
n (X))→ D
b
c (Fib
′n(n−1)(g−1)+d
i (X))
par
M ′dn,E(K) = p∗p
′∗(K ⊗ q∗LdE)[nd]
ou` LdE est le faisceau pervers sur Coh
d
0(X) construit dans la section 3.
DE´FINITION 4.1. — Si E est un syste`me local sur X, on de´finit le complexe Aut′E sur
Fib′n(X) par
Aut′E |Fib
′n(n−1)(g−1)+d
n (X) =M
′d
n,E(Ln)
si d ≥ 0 et
Aut′E |Fib
′n(n−1)(g−1)+d
n (X) = (0)
si d < 0.
5. CONSTRUCTION PAR TRANSFORMATIONS DE FOURIER
Pour chaque i = 1, . . . , n, soient Cohi(X) le champ alge´brique des OX -Modules
cohe´rents Mi de rang ge´ne´rique i et Coh
′
i(X) le champ alge´brique des OX -Modules
cohe´rents Mi de rang ge´ne´rique imunis d’une injection OX -line´aire si : (Ω
1
X)
⊗i−1 →֒Mi
a` homothe´tie pre`s. Ces champs admettent pour ouverts denses les champs Fibi(X) et
Fib′i(X) et, tout comme ces derniers champs, leurs composantes connexes Coh
d
i (X) et
Coh′ di (X) sont de´coupe´es par le degre´ d de Mi.
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LEMME 5.1. — Il existe une constante c(g, n) qui a la proprie´te´ suivante : pour
tout entier d ≥ c(g, n) et tout L ∈ Fibdn(X) tel que HomOX (L, (Ω
1
X)
⊗n+1) 6= (0), L
est tre`s instable au sens ou` il existe une de´composition non triviale en somme directe
L = L1 ⊕ L2 pour laquelle Ext
1
OX
(L1,L2) = (0). 
Pour chaque i = 0, . . . , n, soient Ci ⊂ Cohi(X) l’ouvert forme´ des Mi de degre´
≥ c(n, g) + i(i − 1)(g − 1) tels que HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗n+1) = (0), et donc a fortiori
tels que HomOX (Mi, (Ω
1
X)
⊗i) = (0) et que Ext1OX ((Ω
1
X)
⊗i−1,Mi) = (0) par dualite´
de Serre. Soient Vi le champ alge´brique des couples (Mi, si) ou` Mi ∈ Ci et si ∈
HomOX ((Ω
1
X)
⊗i−1,Mi) et V
∨
i le champ alge´brique des extensions
0→ (Ω1X)
⊗i →Mi+1 →Mi → 0
de OX -Modules cohe´rents avec Mi ∈ Ci. On a des projections naturelles πi : Vi → Ci et
π∨i : V
∨
i → Ci qui sont des fibre´s vectoriels en dualite´.
Introduisons les ouverts
V◦i = {(Mi, si) | si est injective} ⊂ Vi
et
V∨◦i = {(0→ (Ω
1
X)
⊗i →Mi+1 →Mi → 0) |Mi+1 ∈ Ci+1} ⊂ V
∨
i .
Bien entendu, on a un isomorphisme canonique
V∨◦i
∼
−→ V◦i+1
qui envoie 0→ (Ω1X)
⊗i →Mi+1 →Mi → 0 sur l’injection (Ω
1
X)
⊗i →Mi+1.
Le groupe multiplicatif agit par homothe´tie sur les fibre´s vectoriels Vi et V
∨
i et par
passage au quotient on obtient le diagramme fondamental
V
◦
n
∼
← V
∨◦
n−1 →֒ V
∨
n−1 Vn−1 ←֓ V
◦
n−1
∼
← V
∨◦
n−2 →֒
ւ ց ւ · · ·
Cn Cn−1
V
∨
2 V2 ←֓ V
◦
2
∼
← V
∨◦
1 →֒ V
∨
1 V1 ←֓ V
◦
1
∼
← V
∨◦
0
· · · ց ւ ց ւ ց
C2 C1 C0
ou` les fle`ches obliques sont les projections π ◦n : V
◦
n = [V
◦
n/Gm] → Cn, πi : Vi =
[Vi/Gm]→ Ci, π
∨
i : V
∨
i = [V
∨
i /Gm]→ Ci et π
∨◦
0 : V
∨◦
0 = [V
∨◦
0 /Gm]→ C0 et ou` les fle`ches
906-13
horizontales sont d’une part les immersions ouvertes ji : V
◦
i →֒ Vi et j
∨
i : V
∨◦
i →֒ V
∨
i
induites par les inclusions V◦i ⊂ Vi et V
∨◦
i ⊂ V
∨
i et d’autre part les isomorphismes
ιi : V
∨◦
i
∼
−→ V
◦
i+1 induits par les isomorphismes V
∨◦
i
∼
−→ V◦i+1 ci-dessus.
Pour tout syste`me local E de rang n sur X on de´finit alors les complexes KE,i ∈
Dbc (V
◦
i ), i = 1, . . . , n, par
KE,1 = (ι0)∗(π
∨◦
0 )
∗LE ,
ou` LE est le complexe sur C0 dont la restriction a` chaque composante connexe C
d
0 de C
0
est le faisceau pervers LdE de´fini en 3.2, de´cale´ de d− 1, et par la relation de re´currence
KE,i+1 = (ιi)∗(j
∨
i )
∗ Four
Vi/Ci
((ji)!KE,i), i = 1, . . . , n− 1
ou` Four
Vi/Ci
: Dbc (Vi) → D
b
c (V
∨
i ) est la transformation de Fourier homoge`ne pour le
fibre´ vectoriel Vi → Ci de´finie dans la section 0.
Les champs V
◦
i et Fib
′
i(X) sont des ouverts de Coh
′
i(X) et on peut donc conside´rer
leur intersection.
LEMME 5.2. — Soit E un syste`me local de rang n sur X. Pour chaque i = 1, . . . , n
et chaque entier d ≥ 0, la restriction de KE,i a` l’ouvert V
◦
i ∩ Fib
′ i(i−1)(g−1)+d
i (X) de
Coh
′ i(i−1)(g−1)+d
i (X) est e´gale a`
M ′di,E(Li)
avec les notations de la section 4.
En particulier, pour chaque entier d ≥ 0, les restrictions de KE,n et de Aut
′
E a`
l’ouvert V
◦
n ∩ Fib
′n(n−1)(g−1)+d
i (X) de Coh
′n(n−1)(g−1)+d
i (X) co¨ıncident. 
6. LE THE´ORE`ME D’ANNULATION
Soient i ≥ 1 et d ≥ 0 des entiers. Conside´rons le diagramme
Moddi (X)
q
−−−→ Cohd0(X)
 
 ✠
p′ ❅
❅❘
p
Fibi(X) Fibi(X)
ou` Moddi (X) est le champ des couples (L,L
′ ⊂ L) forme´ d’un fibre´ vectoriel de rang i et
d’une modification infe´rieure L′ ⊂ L de co-longueur d, ou` les projections p′ et p envoient
(L,L′ ⊂ L) sur L′ et L respectivement et ou` q envoie (L,L′ ⊂ L) sur le OX -Module
cohe´rent L/L′ de rang ge´ne´rique 0 et de longueur d.
Pour tout syste`me local E sur X , on a la variante suivante du foncteur M ′di,E de la
section 4
Mdi,E : D
b
c (Fibi(X))→ D
b
c (Fibi(X)), M
d
i,E(K) = p∗p
′∗(K ⊗ q∗LdE)[id],
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ou` LdE est le faisceau pervers sur Coh
d
0(X) de´fini en 3.2.
THE´ORE`ME 6.1 (Gaitsgory, [Ga]). — Soit E un syste`me local irre´ductible de rang n.
Alors, pour tout i = 1, . . . , n − 1 et tout entier d > in(2g − 2), le foncteur Mdi,E est
identiquement nul. 
Remarque 6.2 : La de´monstration de ce the´ore`me est longue et technique. Elle de´passe
largement le cadre de cet expose´. Signalons cependant que, pour i = 1, cet e´nonce´ n’est
autre qu’une reformulation d’un re´sultat de Deligne (cf. [Dr 2]) qui dit que
(ϕ(d))∗E
(d) = 0
pour tout syste`me local irre´ductible de rang n > 1 sur X et tout entier d > n(2g − 2),
ou` ϕ(d) : X(d) → Pic0(X) est le fibre´ projectif conside´re´ dans la section 1. 
Frenkel, Gaitsgory et Vilonen utilisent le the´ore`me 6.1 pour de´montrer la proposition
suivante.
PROPOSITION 6.3. — Soit E un syste`me local irre´ductible de rang n. Alors, pour
chaque i = 1, . . . , n− 1, la fle`che canonique
(ji)!KE,i → (ji)∗KE,i
est un isomorphisme.
Ide´e de la de´monstration : Au-dessus de l’ouvert Fibi(X) ∩ Ci de Ci, V
◦
i ⊂ Vi est le
comple´mentaire de la section nulle dans le fibre´ vectoriel Vi → Ci. D’apre`s le lemme
(0.3), pour de´montrer l’assertion au-dessus de cet ouvert, il suffit donc de montrer
que (π ◦i )!KE,i = (0) ou` π
◦
i : V
◦
i → Ci est la projection, ou ce qui revient au meˆme la
projection P(Vi)→ Ci puisque les deux projections co¨ıncident au-dessus de Fibi(X)∩Ci.
Or, d’apre`s le lemme 5.2, pour tout entier d ≥ 0, on a
(π ◦i )!KE,i|(Ci ∩ Fib
i(i−1)(g−1)+d
i (X)) =M
d
i,E(π
′
∗Li)|(Ci ∩ Fib
i(i−1)(g−1)+d
i (X))
ou` π′ : Fib′i(X) → Fibi(X) est le morphisme d’oubli de la section s : (Ω
1
X)
⊗n−1 → L,
d’ou` la conclusion d’apre`s le the´ore`me 6.1. 
Il re´sulte de la proposition 6.3 que, si KE,i est un faisceau pervers irre´ductible, il
en est de meˆme de (ji)!KE,i puisque c’est alors le prolongement interme´diaire de KE,i.
Comme la transformation de Fourier homoge`ne pre´serve la perversite´ et l’irre´ductibilite´,
on voit par re´currence sur i que la restriction de KE,i a` chaque composante connexe de
V
◦
i est un faisceau pervers irre´ductible. En particulier, on a de´montre´ :
906-15
COROLLAIRE 6.4. — Soit E un syste`me local irre´ductible de rang n. La restriction de
KE,n a` chaque composante connexe de V
◦
n est un faisceau pervers irre´ductible. 
7. LA DESCENTE
Commenc¸ons par rappeler deux re´sultats ge´ne´raux. Pour tout sche´ma (ou champ
alge´brique) S et tout K ∈ Dbc (S), notons
χK : S → Z
la fonction caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de K de´finie par
χK(s) =
∑
i
(−1)i dimC H
i(Ks), ∀s ∈ S,
ou` Ks est la fibre de K en s.
LEMME 7.1 (Deligne, [Il] Corollaire 2.10). — Soit f : Y → Z un morphisme propre
de sche´mas, voire un morphisme repre´sentable et propre de champs alge´briques. Alors,
si K,K ′ ∈ Dbc (Y ) sont localement isomorphes sur Y , les complexes f∗K et f∗K
′ ont
meˆme fonction caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χf∗K = χf∗K′ sur Z. 
LEMME 7.2. — Soit S un sche´ma, voire un champ alge´brique, soit V → S un fibre´
vectoriel de rang constant fini r, de´finissant un fibre´ projectif π : P = P(V ) → S,
et soit K un faisceau pervers irre´ductible sur P . Alors, il existe un faisceau pervers
(ne´cessairement irre´ductible) L sur S tel que K soit isomorphe a` π∗(L)[r − 1] si et
seulement si la fonction caracte´ristique d’Euler-Poincare´ χK est constante le long des
fibres de π.
De´monstration : La partie 〈〈 seulement si 〉〉 est triviale. Supposons donc χK constante
le long des fibres de π. Par le the´ore`me de structure des faisceaux pervers irre´ductibles,
on aK ∼= i∗j!∗E[dimQ] ou` i : Q →֒ P est le ferme´ irre´ductible support deK, j : Q
◦ →֒ Q
est un ouvert dense et E est un syste`me local irre´ductible sur Q◦.
On ve´rifie dans un premier temps que Q = π−1(T ) pour un ferme´ irre´ductible T de
S, puis que l’on peut choisir Q◦ de la forme π−1(T ◦) pour un ouvert dense T ◦ de T et
enfin que E provient d’un syste`me local irre´ductible F sur T ◦ puisque les fibres de π
sont simplement connexes.
Le faisceau pervers L sur S cherche´ est alors le prolongement par ze´ro a` S tout entier
du prolongement interme´diaire de F [dimT ] a` T . 
E´tudions maintenant la descente de Aut′E en un faisceau pervers AutE sur Fibn(X).
Pour cela, conside´rons le champ Ydn introduit par Drinfeld, qui classifie les couples (L, s
•)
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ou` L est un fibre´ vectoriel de degre´ n(n− 1)(g− 1)+ d et s• = (s1, . . . , sn) est une suite
d’injections de OX -Modules
(Ω1X)
⊗n−1 s
1
−֒−−→L
· · ·
(Ω1X)
⊗(n−1)+···+(n−i) s
i
−֒−−→
∧i
L
· · ·
(Ω1X)
⊗
n(n−1)
2
sn
−֒−−→
∧n
L
qui satisfont les relations de Plu¨cker faisant que la suite s• de´finisse un drapeau complet
de sous-espaces vectoriels dans la fibre de L au point ge´ne´rique de X .
Le champ Ydn est une 〈〈compactification partielle 〉〉 du champ des triplets (L,L•, s•)
ou`
L• = ((0) = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln)
est un drapeau de sous-OX -Modules de L et s• est une suite d’isomorphismes de OX -
Modules sj : (Ω
1
X)
⊗j−1 ∼−→ Ln−j+1/Ln−j pour j = 1, . . . , n. En effet, le morphisme
(L,L•, s•) 7→ (L, s
•)
de´fini par
si = sn ⊗ sn−1 ⊗ · · · ⊗ sn−i+1 : (Ω
1
X)
⊗(n−1)+(n−2)+···+(n−i)
∼
−→ L1 ⊗ (L2/L1)⊗ · · · ⊗ (Li/Li−1) ∼=
i∧
Li
identifie ce champ des triplets a` l’ouvert Yd ◦n ⊂ Y
d
n forme´ des (L, s
•) tels que les conoyaux
des injections si : (Ω1X)
⊗(n−1)+···+(n−i) →֒
∧i
L pour i = 1, . . . , n − 1 n’aient pas de
torsion.
Le tore Gnm agit sur Y
d
n par
(t1, . . . , tn) · (L, (s
1, . . . , sn)) = (L, (t1s
1, . . . , tns
n)).
Cette action respecte l’ouvert Yd ◦n et est donne´e sur le champ des triplets par
(t1, . . . , tn) · (L,L•, (s1, . . . , sn−1, sn)) = (L,L•, (tnt
−1
n−1s1, . . . , t2t
−1
1 sn−1, t1sn)).
En particulier, on peut identifier le champ alge´brique Un (resp. Un = [Un/Gm])
introduit dans la section 4, au quotient de Y0 ◦n par l’action de Gm (resp. G
2
m) a`
travers le plongement Gm →֒ G
n
m, t → (t, t
2, . . . , tn) (resp. G2m →֒ G
n
m, (t, t
′) 7→
(t, t2t′, t3t′3, . . . , tnt′
n(n−1)
2 )).
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PROPOSITION 7.3 ([B-G] Proposition 1.2.2). — Le morphisme d’oubli (L, s•)→ (L, s1)
passe au quotient en un morphisme de champs alge´briques
f˜ : Y˜dn := [Y
d
n/G
n
m]→ Fib
′n(n−1)(g−1)+d
n (X)
qui est repre´sentable et propre. 
Conside´rons le complexe (gn)
∗Ψ sur Un = [Y
0 ◦
n /G
2
m] introduit dans la section 4, et
notons Φ ∈ Dbc (Y˜
0
n) son image directe a` supports propres par le morphisme compose´ de
l’application quotient [Y0 ◦n /G
2
m] → [Y
0 ◦
n /G
n
m] et de l’inclusion [Y
0 ◦
n /G
n
m] ⊂ [Y
0
n/G
n
m] =
Y˜dn.
Pour tout syste`me local E de rang n sur X , on a une variante du foncteur Mdn,E
Ndn,E : D
b
c (Y˜
0
n)→ D
b
c (Y˜
d
n), K → p∗p
′∗(K ⊗ q∗LdE)[nd],
de´finie a` l’aide du diagramme
Z˜dn
q
−−−→ Cohd0(X)
 
 ✠
p′ ❅
❅❘
p
Y˜0n Y˜
d
n
ou`
Z˜dn = Y˜
0
n ×Fibn(X),p′ Mod
d
n(X)
est le quotient par Gnm du champ alge´brique des triplets (L
′, s′ •,L′ ⊂ L) avec
(L′, s′ •) ∈ Y0n et (L
′ ⊂ L) ∈ Moddi (X), et ou` p, p
′ et q sont induits par les fle`ches qui
envoient un tel triplet sur (L, s•), (L′, s′ •) et L/L′ respectivement avec si le compose´
de s′ i et de l’inclusion
∧i
L′ ⊂
∧i
L.
LEMME 7.4. — Soit E un syste`me local de rang n sur X. Pour tout entier d ≥ 0, on
a
Aut′E |Fib
′n(n−1)(g−1)+d
n = f˜∗N
d
n,E(Φ).

Pour montrer que Aut′E se descend par le morphisme Fib
′
n(X) → Fibn(X) d’oubli
de la section, Frenkel, Gaitsgory et Vilonen utilisent le lemme 7.4, la proposition 7.3
et le lemme 7.1 pour montrer que la fonction caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de Aut′E
ne de´pend pas de E. Puis ils calculent cette fonction d’Euler-Poincare´ quand E est le
syste`me local trivial de rang n, et enfin ils utilisent le lemme 7.2 pour conclure.
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